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O objetivo dêste trabalho resu.~e-se na determinação 
é.as frequências e dos modos naturais de vibração de barras com sec-
çao v:s.r:ável. 
A primeira parte, que é u.~ estudo prolongado em bar-
:::-ss é.e secção uniforme sob diferentes condições de contÔrno,tem por 
finalié.ade uma base de comparação dos resultados obtidos posterior-
mente. 
Na segunda -parte sao estudadas determinadas formas 
partic~:ares de variação da secção para as quais é possível obter u 
ras so:.:.ç:ão analítica de forma convencional. Poucos são êstes casos 
que co~sideramos de interêsse prático. 
Finalmente obtém-se uma solução para um caso geral u-
ma vez que a função de secção da barra admite um desenvolvimento em 
série é.e Fourier. Êste método de análise apresenta a grande vanta-
gem d.e ::os permitir o cálculo das frequências e dos modos naturais 
é.e vib~ação para as mais diversas condições de contôrno, desde que 
i::stit.:.iios a correspondente enerkia cinética e potencial total. E 
9ossíva:. constatar a rápida convErgência do método além da grãnde 
:;:recis2.o dos resultados obtidos no exemplo, principalmente quando g 
halisam~s o valor encontrado no caso limite da barra uniforme. 
1. 
CAPITULO I 
VIBRAÇÕES LONGITUDINAIS DE BARRAS UNIFORMES 
1-1. Instituição da equação diferencial de movimento oscilat6rio 
lo:.si tudinal. 
. -Para instituirmos a equaçao diferencial de movimento 
oscilat[rio longitudinal de barras, consideramos uma barra de sec-
ção qualquer, como mostra a figura 1-1, podendo, posteriormente,ê~ 
te estu~o ser aproveitado no capítulo II. 
No raciocínio a seguir, considera-se as seguintes hi 
póteses simplificadoras: 
1-1-1. ~=a secção genérica da barra, quando sofre um deslocamento 
longitu~inal, permanece plana. 
1-1-2. C deslocamento lateral das partículas, devido à contração 
ou dila:ação da barra, não influi no deslocamento longitudinal. 
1-1-3. _,_ dimensão longitudinal da barra é grande em relação à di-
mensao :::-ansversal e a amplitude de oscilação é pequena • 
. -,,.X 




Na figura 1-1 tem-se: 
u = U(x,t) = deslocamento de uma secçao genérica da barra em mo 
vimento oscilatório longitudinal; 
E= módulo de elasticidade do material; 
L = comprimento da barra; 
f(x) = a função da área transversal .eenérica; 
g(x) = a função da massa por unidade de comprimento; 
F(x,t) = F = a fÔrça que atua numa secção ~enérica. 
(-
Para instituir a equaçao diferencial, tomamos por b~ 
se o princípio de Hamilton· que nos diz que a variação de energia 
num sistema conservativo é nula, sendo expresso pela seguinte rela 
çao: 
sf:"2 (E - E) dt = O t c p 
1 
1-1-1 
Nesta relação, Ec é a energia cinética do sistema e 
EP·ª energia potencial num determinado instante, podendo ser expre~ 
sas pelas seguintes equações: 
Ec 
1 J: g(x) ( d U)2 = 2 iJ t dx 1-1-2 
~ 1 J: E f(x) (2.l!) 2 dx ..!, = 2 p Ô X 1-1-3 
Introduzindo êstes valores na equaçao 1-1-1 e opera.!2 
do~ obté~-oe: · 
Ire 2 l- f 1 · êl u r ( c1 u) ; 1 e) u ( 'cl u J ) r:(x) --- ó -,-,. dx - E f(x) -_- 5 -~) dx dt=O .,_ ~ é)t 0• uX ~X .I ", o o .,_ 1-1-4 
3, 
Sabendo que os operadores de diferença e variação 
5 io intercambiáveis, x e t variáveis independentes, podemos trans-
formar a pri~eira parcela da equação 1-1-4 na seguinte: 
~ ~ b (~ ~) dt 
Integrando por partes o segundo membro da Última i-
~ualdade, obtemos: 




dt = - t g(x) vtzSU dt 
1 . 
1-1-5 
~ segunda parcela de 1-1-4, por razoes e operaçoes 
seir.elllantes :;;ode ser escrita da forma: 
f(x) é) éj e) (Cq\ -- -·- ou; LJ X é) X Í, 8 ;11 - Jv~ ~-·, dx = LE f(x) sb~_suJo .. - cJ (""( )8U) -~ x 1. x Dx .SUdx 
1-1-6 
Substituindo os valores de l-1-5 e 1-1-6 em 1-1-4, 
ott&~-se a eçuaçao seguinte: 
( ( r... r 
,--:;, l.!J1_,;, ·. '.:\r, / - /) t L / _ -" / ) U l,) ( ) / ' ---\'° 1. \X --,-:: - g X 
) + } o ÔX CJA , - , 
l. ' 
dx - [E f(x) 
4. 
Para prosseguir, faremos uma análise da equaçao l-l-7, 
Se tivermos uma extremidade da barra engastada, tem-se nesta que 
.SU = O e quando a extremidade for livre, a derivada de U em relação 
a x é nula, por ser esta isenta de tensões. 
Como na maioria das aplicações, em cada extremidade Q 
corre= ou outro caso, a equaçao 1-1-7 pode ser escrita da seguin-
te f0rma: 
"u õ2 ul f(x) t X) - g(x) -é)t1SU dx dt = Ô 1-1-8 
Na equação 1-1-8, sendo .SU, dx e d t arbitrários, para 
que a relação seja válida é necessário que: 
" " u é)2u _e_, (f(x) E 2._ê)· ) - ;,.(x) "t'' = O dX X e u 4 1-1-9 
- , -Esta equaçao e a equaçao diferencial do movimento os-
cils:.Srio longitudinal dé barras com secção transversal dada pela 
·funçS.o f(x) .· 
Para o caso em que a secçao da barra é uniforme, as 
e g(x) torne.m-se constantes, ou seja f(x) =Se g(x)=m 
e~ ~~a Sé a secção transversal, m = M/L sendo Ma massa total. 
Substituindo êstes valores na equaçao 1-1-9, obtém-se 
D e;:'..:2ção 1-1-10 que é a do tipo chamada equação de onda , onde a 2= 
-, ~ / .... 
.._, I ••• • 
1-1-10 
5. 
A seguir apresentaremos diversos casos particulares, 
sen,:o os três primeiros de grande interêsse para comparar os resul 
tados a serem obtidos nos casos seguintes dos capítulos I e II~ 
1-2. Vibração longitudinal da barra uniforme com urna extremidade 
engastada e a outra livre. 
Este caso está mostrado na figura 1-2,onde para x=O; 
a secção é fixa e para x = L é livre. 
Esta situação nos dá a.s seguintes condições de cim-
tor:.o: U(O,t) = O 
O estudo das vibrações livres de sistemas conservati 
vos resume-se em determinar as frequências e os modos naturais de 
vibreação correspondentes. 
Para isto é necessário obtermos a solução da equaçao 
l~l-10. Esta equação admite a solução por separaçao de variáveis 
sup::;-;do que: 
Çé.O êo 
U(x,t) = X T 1-2-1 
Em 1-2-1, X é somente função da coordenada x e T fun 
tempo t. Substituindo em 1-1-10, obtém-se a seguinte i~ual 
o -
1-2-2 
. Como verificamos,cada membro de 1-2-2 é função deu-
Lla ~s variável,logo,para que ·a igualdade persista em qualquer tem-
po~ ~s.\::bis rG.c:L'Jros deve:;i ser constantes e,por urna análise cuidadQ 
c2,;03.c:r.os concluir que sejai"ll iguais a tm1a constante da forma -À 2 
6. 
cqu:J.çoes 
Introduzindo esta constante em 1-2-2, obtém-se duas 
diferenciais ordinárias de segunda ordem, que são: 
2 
d X+ (J..)2X = O 
dx2 a 1-2-3 
1-2-4 
-As equaçoes 1-2-3 e 1-2-4 apresentam, respectivamen-
te, as soluções: 
X = A cos-%_x + B sen~x 1-2-5 
T = C cosÀt + D senAt 1-2-6 
I,os;o, a solução geral será da seguinte forma: 
U(x,t) = (A cos~x + B sen-1x)(C cosÀt + D senÀt) 1-2-7 
-A equaçao 1-2-5 que chamamos de equa.çao normal, é a 
',~'-' nos interessa mais, porque , de uma forma geral, define as fre 
~ 
~~~~cias e os modos naturais de vibração. 
Levando as condições de contÔrno, anteriormente cita 
... s, ' & equaçao 1-2-7, obtém-se: 
A= O e cos~L = O 
~~e isto seja verdadeiro, deveremos ter a igualdade: 
1 i -- ( i· + 1) 1f -~ 
















A equaçao 1-2-8 - A • é a chamada equaçao de frequencias. 
da qual obtemos as difer·entes frequências fundamentais, fazendo i= 
0,1,2,J, ••• 
Substituindo o valor de Ai na equação 1-2-5,obtém -
se a equação que define o modo natural correspondente dado pela 
seguinte equaç-ã-o: 
1-2-9 
Fazendo em 1-2-9, i = 0,1,2 tem-se, na figura 1-2,as frequências e 
os modos naturais correspondentes. 
Com os resultados obtidos, podemos escrever que aso 
lução particular da equação 1-2-7 para o presente é dado por: 
-
Ui (x, t) = sen 1±-(i + ª)x[ci coi'~(i + ~)t + Di sen-q(i + ~)~ 
1-2-10 
Para a solução mais geral do caso tem-se a seguinte 
equaçao: 
U(x,t) TT ( • 1) frc 11a ( . 1) t D 11a ( . 
2
1) tJ sen1 1 + ~ xLi cos-i:; 1 + 2 + i sen-1 1 + ~ 
1-2-11 
1-J, Vibração longitudinal da barra com duas extremidades livres. 
tste caso estd mostrado na figura 1-J, e, por serem. 




Introduzindo estas condições na equaçao 1-2-7, obtém-se, respectiv~ 
t:ente, as equações de frequências, modos naturais de vibração -e a 
_:~( -
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Na figura 1-.3 tem-se ainda o gráfico dos três pri-
meiros modqs naturais e as frequências correspondentes. 
1-4. Vibração longitudinal da barra com duas extremidades engasta-
de.so 
-Como mostra a figura 1-4, sendo as secçoes das extr~ 
m!iades engastadas, as coLdiçÕes de cont;rno serão dadas pelas se-
Qüintes relaçies: 
U(O,t) = O U(L,t) = O 
Procedendo de forma análoga aos casos anteriores, ou 




"(v t) u -~' 1-4-3 
-eq_us.çoes~ sao, respectivamente, a -equaçao 
-·---·-~- ··-~· 
.... , -·- -·-· .... ::.I~!i'.11~ \1 i: ! ::::. · 1 
·-- i ......... ' .. 
. ··,- ··,:::· 
.-·-1--
... '·- ....... \. -- .. ! 
. ·-., .. : . - _ _. 
·------·--· 





... ·:1: .. 
. ::!:· ·::.·\ 






i~ VE s' = ~--, -
J.J m 1-3-1 
1-3-2 
(X) 
\ :iii "( U(x, t) = L cos-y;=-; Ci 
i=J. 
é A 
Na figura 1-3 tem-se ainda o gráfico dos tres pri-
meiros modos naturais e as frequ~ncias correspondentes. 
1-4. Vibração longitudinal da barra com duas extremidades engasta-
das. 
-Como mostra a figura 1-4, sendo as secçoes das extr~ 




U(O,'c) = O U(L,t) = O 
Procedendo de forma análoga aos casos anteriores, ou 
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12. 
freçu~ncias, modos naturais de vibraçio e a soluçio geral. 
Parai= 1,2,3 tem-se, ne. figura 1-4, os três pri -
:~aires ~odes naturais de vibraçio e as frequências correspondentes. 
:-5. Vibraç~o longitudinal de molas helicoidais cilíndricas • 
. Para dete:tminar as fraciuências de vibração longi tudi 
.-,::.: ....:.e ;:: .. olas helicoidais cilíndricas, basta que transfo::cmemos esta 
::.olc:. ::~·..:.=ia barra unifo::c-ffie equivalente e B.pli·que:nos os resul taàos 
~os t~~3 exemplos anterio~eso Esta eouivalência se resume em deter . -
:::inar o valor da constante a, Para a mola helicoidal cilíndrica.· , 
constante de mol~ 
D =.di~metro m~dio da espira· 
o • A d~ 01ametro do fio C.e arame 
~ 
, 
C.e espiras .. = numero 
G = rr.:óculo de ela.stiCidad.c transvers5.l do + . , maller1aJ. 
T . o f -4.u e. e.e o:rrnaçao que sofre a barra e a mola ao 
lo~gitud.ir..al P, pode-se escrever a seguinte 
? :: .:=: s /~'Ij --·-- = --.-- .. -.--8 J_;.y-.L 
ti~a2cs o ssgui~~e valer: 
E S = -·;.-·-
8 7"\j ""' ..., ,. 
~4 T G ...... .u 
1-5-1 
cc=;ri~e~to da mola,tes-se: 
1-5-2 
lJ. 
Em que)º é o pêso específico do material e g a acele ,, 
·rfiçao da gravidade. 
A :;:,e.rtir dos valo:r·es de 1-5-1 e 1-5-2 obtd:m-se o va-
lor êe a, ou seja: 
2 
a = 
. G d2 -.. 2 g L 
2 .,,., D4 2 .,,, 2 d n n 1-5-J 
Com base nos exemplos anteriores, tem-se as equaçoes 
da frequências de vibraç;o longitudinal de molas helicoidais cilín 
dricsss para os seguintes casos: 
1-5-1. ~ola. helicoidal cilíndrica com as extremidades livres. 
rd/s 1-5-4 
1-5-2. Uola helicoidal cilíndrica co~ as extremidades engastadas. 
- !ir) rd/s 
! /--,::--;;2 . , 
) ô" 
1-5-5 
1-5-3~ }fala heliccitsl cilíndrica com uma extx·e~idsde en;astada e 
\ , d 
,,, = (i + ·2":) -2·-
.J. D n 
r::::-;:, 
(o'; ,·, ·; ,1--· - ra s 12 3' 
1-5-6 
- ~-" co~ u~a e~tre~idnda 
A 




:e ;ia:r·a condições de contôrno as ·seguintes: 
Para x = O, U(O,t) = O a secção está engastada. 
Para A= L, tem-se o equilíbrio entre a fôrça da barra e da mola 
~ue é traduzido pela seguinte equação: 
E S Ux(L,t) = - K U~L,t) 
Introd~zindo estas du2s condições de contôrno na e-
quaçao 1-2-7, e por lli~a série de trahsformações, obtém-se a seguig 
te equação de frequencias: 
ct sen Z + Z cos Z = O 1-6-1 
Da eq_uaç&o pode-se tira~ diferentes valores Z 
ql~e a set~sfaze~ e a parti_r d~stes as 
~ 
freçuencias naturais de vi-
~raç~o lons~~udinal 9 onde Z = ~ 1/a e~= K 1/~ S sendo a relaç~o 
2es cc~stantes de Gola. 
Na tabela l est~o cslculedos os cinco prine1ros valo 
res ae L, que·satisfaze~ a equsç~o 1-6-1, de onde pote-se calcular 
,. 
::s c~:responder:tes f:"'0q'...:.e:i.1cis.s p2..r2 dife:::.."e:::tes valo:res .de ct. 
os vs.1.ores e:-:tre-
O te~1-se o C?iSO 
quar..d.o 
. - _. -
. - ,._ ........ ~· 
- ,.. 'Y' ·.-_ ."' __ , 
1, ,;.:, •• i -~ ..:.: •• t 
15. 
?resent~ndo no presente caso ·uma rápida convergência, mesmo usan-
do par2.. a pesquisa das raízes um passo· relativamente grande 
estS :r.:.ostrado no programa 1. 
como 
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te csso é. dado por: 
y = B. .. i l 
17. 
1-6-.2 
logo À, = Z. a/L, fazendo para e-
~ l 
L = lOOcr:, E. 
l 
= 2, a equaçao dos modos naturais de vibração 
~or~:~-se a segui~te: 
l-ó-3 
C::::: os dados anteriores e para d-= 4,096 tem-se, na 




:-, ~- . -. ·": 
- o é 
c0;n o e.aso d2. barra com lL"TIB. extremidade engasta,':a e 
·-·~-~ cc.s-'--~ = ~.-; 




-u· /e "') = 
-.- \.. ~ ~ t., 
.. -c-:.:.::.c.:._ç:0es 
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Z senZ - cl cosZ = O 
' - d ., a equaço.o e A / m J, fr·equencias na qual o..= lVl- é a relação 
1-7-1 
de 
,-·r_::;:,:- '= 3 8 
da equaçao 1-7-1 está mostrado na tabela 
2 ,. c: .. ie tem- . ..>.::--os cinco nrimeiros valores de Z que satisfazem a e . . -
~-i:I~ de frequ~nci2s a partir dos quais pode-se calcular as cor-
res;:~de~tes frequ~ncias naturais para diferentes valores de~. 
Na solução da equação 1-7-1 foi experiment2.do o :né-
~ccê.c- .::a l-~e~la Falsi s. bem como o lJewton Raphson? os quais nao·e. 
Os ve.lores da tabele. 2 fo:r·an; 9btid9s empregando o 
:-:ro~::.."2.:112. 2 Q1;.8 utiliza a sub:rot:in.a RT}:IT, cuja lista6em esta a-
i\a ts.t0l2. 2:. r:o caso decl= O:: o valer de Z nulo r.:c..o 
vsle:r ... do, f:reouê:.'J . -
o valor -z = 11 , a barra se Co~Porta co30 se A IOS-
.JJcE ~2.tu:rsis c2 vibreç~o do presente caso J dado per: 
" = .!.:•_, 
z .. 
S&l:-b: 
. -. ; 
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19. 
·<cr·~·,üos cor:, os modos naturais de vibração da barra com uma extremi-
.. ~20 ensastada e a outra livre. 
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-S. Vibraç~o lon;itudinal da barre com messe nas duas extremida-
~r-..,, .... , .... 
... r, ·:- ,;) ·:• ····-· _,_ . .__ .. 
l'-ia fif_·ura 1-7 tem-se t:Iilá ba.rra de comprimento L,mas-
li;ste caso, para condiç~es de cont3rno, tem-se: 
U .,o ./-' '..;...J.\ 'V) 
V 0 
E S U (L,t) = 
X 
L2 U.,. ... (L, t) o o 
SE: levar:c1os ests.s condições d.a 
G. 
\ 2 
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s~bstituindo o v2lor de~~~ i;ualdade 1-8-J em 1-8-
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, - .-.;,,.-~-::· . . . ç OS·,.::..,:.:.:. :;::.s t"i -CE, 
\7(:_c-::·2 .:.~: 
-. , ).; 
L,,_ =.; --·,"·--- .:_.i - . 
; 




:?~j º·ºº 0,01 1 
'
A 00l o· oonno 1 J,"_1d-_15q 6 ?3-:,10 o·na,7~8?' l,lL.·L.·7.7,. or ?C~7Ri 
I' ~ 1,,,, ·._,,' :' :Í,' 1,.., '-' !• , _.. ') ~ ..) .... _,t ~ V./- _./ '.' _,,. ~- j ~ .._,~, 1 '- 'f 
----~1------------'--·---i--'----l----
(' .-,,1 o.,oc7·G_P~I, -:, 1,~~771 r:... ,......, ..... .,.,...,(' ~. ~ ...... --o, ":; 1,~79~ /' ,-_)80 ... '"::71 
'-.l.-.1-/ 10.,.., ./9-"T4. 1 v,é.._-::;.:..:-1r..) V,;:...:...-t.i...) j _,,~-'"'~ ..1 O,c- ..,/(·_ 
-----·-----'---~-'------;------~-----: 
c .. _.•~;'_,!I u" 1!,•,q-JI J •1, 7 orJj 6,2"·o'l~/ o "'120'.' 1 J , c:111 e. 2·~7c~ 1 - - S-,1.,_;J ! ; -;/_; / :; U _, ~ . ..!..; -''-l t;L.,/--- 'v,-U ;V 1 
·1 i r----~------'-1-----~-----i 
r: .... r_;t
1 
r, :03c.2\ ~ ic.../.?71 6,.2Rsr:.)1t v" ???r.--J 1, ') 1::::.)7 1.1 ~ 291:") 1 
'-' ' \.,f "] ,.. .,• '-' J j ..,1 ~ _,/ '; -. ; :, - ~ • 5 ·- •- - '- ; .,) )o - t 1-" V ) .... _;.. ...J l 
- - - ·-C) l.·: . _.::. / 
__ .__ .. 
' ' ls,5S7E<~1 
' 7 ~,C:;5525 { 
.23. 
(continuação) 
-~ io ~ 0,02 0,04 ' ; 
1 z.! 1 
,,. 
1 z z.,_ z, z? z.,_ 1 "l ? 
' 
o,oo! (',A,~051 1 
i 




0,01 C,17292 r ~~7~r 1 0,22265 3,157(3 r ~911" ! O~t:Ç), ::,10 o,-~ -'-_,/ 
i 1 C,24!;141 O, 02 0,19967 ~ '-·27! 6,289551 3,16058 6,29272 .)$J..').!;. 1 
' . , 1 1 
6,295891 1 º~º4 0 ?Aê.1.-1.1 3, lb058j r ?O??? 1 0,28190 3,16ris51 1 t-"T ' - ' ' o~ - .,1- -; 1 
1 0 QA! o ,1--31 3 , .,.,, oi 6 ~oaor 1 o, 344131 3~17933 6,30223 1 ' .-..J 1 'j ./ .,_.) '.) 1 ' ..;.. ! ....... ..!,. . ;:i e'...,,,,, e 
i O,t,15591 
1 
0,16 3 1 07P < 1 6,31170 0,43971 3,203971 6,31485 ' .l. ..,- • '-''-:" 
1 
3,246021 3,251981 




6 3P,Ó?QI ., ".1?731 
1 
r,, 7fi"r1 .... f 3 --')'7('\"f - 7rr:/' I 6,38928 1 U,. )..,..Oj ! V:;, <-rVV) ~-.)..);I.Jí , 'i u~ - 1 ...) '...) • - 1 
1 1,2sl 
l 
O cf;ccoAÍ 3 -03~ 1 1 O; 95221. 3 , ªººª 6 '8ª?'' b LA•?5 ' ·ii"-:-/U _,: :; '+ 1.<.... J ; ., _,; , -·"-'\l j s J )..,_ 1 ' • ~·"1"-. 
' r rr5 , 9 1 3,751121 
; r. :-- _; 3 7,;.t:151 l 17Lh51 6,65635! 1 1 16' 9, ~,Jo -,- .l /1 9 ' 'V..- i 0:;CJ ~ 1 '~ .. \... 
1 
i 1 1 :;.u,2,;. 1,4.t,1501 4,31797 7,241231 4,32224 7,24383 
20,4sl 1,51c.:;2j 4,500521 7,505371 1,52221! i,50476 7,50793 ----'---'------,---'----f--__;_---'--'--
' I ~ /"\f 1 
i.: v· i, :;v l 
1 
·21~ 9"2 j 
~.-:-:, e_.-:_ 
..!.'-' .. ,:'.,V-; i 
C-J ! 
l,546011 4,60478 7,67144, l,55E:.'.,Ji !:,60901! 7,673991 
l ~ 57390! 
1-8-6 
l~l 
z'1 i 7 '-'1 
o,oo( o ?7<n 3 ":,- .., -
1 o 011 :; -j 0,29688 









'-,º 1 ,. 0,72,532 
1 , ?SI 1 0,99197 1 ..L ' .... ' 
1 
i 1 2 rr ! 1 1992º: 'JO i - s ./ ; 
1 ·1,36s1oj - '2 i ::, ~ -
1. 
1 
10 ?.ii. l 1 '·31,,i - ; - . ~,<t _.,_.!. t 
1 i "C '8j 1 'i.17061 i e.. '~ -t -~ ... '. , 
'0 csl ' 1 ; ~C''),...Qr 
l 






z '? r z < z, 
3,166851 6,295891 0,38964 
- ,ra--l -( • .) t..., .... 







,, , 0 17" 1 _,.~J....,. .l. 6,30855! 0,483531 
~ "l..-,71 ;,,"--º.i. 6,32115 0,558251 
< 2r3~-l ..... , a oj i 6 <.ii.6171 , ..... • 1 o,67523 
3,353991 6, 395!;3 o Q~ 0 s1 '; v> .I 
1 
') r-~701 6 l9"·?" 1 1,04070 _.1,JJ..) ' '. \.,-...) i 
1 




6,93097[ 1,,11401 ! • $ v_ • • • 
' 
~ ........ o ... ,r 1 7,24900! 
1 
l i::27":l1· ';,;,;, ;:;! 5 .) •.• ' 
! ' !,. _,_?' 1 7 s-: ":!()"1 ! 1,59325 ~ ! ..: l . ~ ..... _,1._ ..,_ 1 ; '. -../ ../ 
' 1 





3,19476 6,31012 I 
3,19784 6,311701 
J,20397 6 31.ii.8~ 
' -~ j .) 
3,21617 6,32115 






4,347661 7 ..... h0"1"'l ,c....1;,;..,J.) 
4,53001_ 7,52320 
A 6'""' ,1,.., t. -r., .),-C.a.~ 7,62c;22 
l 1 i , '7 'A~~ í . 1· f 163,s4~ 1,E1osc1 ~~;:~;;~ 1~21654 1,65595,· 4,717511 1,s2669 
0J l~1-,_s_2_c_1_3_!--.-~-,--:2-s--3-c-}i,~7~,-s-s_4_1_5~l-1-.,~6-b_6_5_1~l--'4~,-7-4-6~0-s~i-1.:....:....,P-_,?-,L-:t~.9 ..... l 
• 
. -consiG.eramos 
cl == O, 08 
r, ,-
r::;. = 2, 5o 
1 
L = 100 Ct1 


















e' 'l? 1 Vs ...JL.- 1 
.,..,, c4 I 






, r, 2 ,l f · l.1 ._. 1 
- ~ • i 
I") ...... 1 e! 




0,32 f o,64 
z 1 ! z? 1 ~ L,., z 1 z? z., 
0,53722[ 3º 2J.00,J 'J • • ! G,33367 0,72394 3,33139! 6,38312 
0,5~<7331 3 n ' - ~, 1 ~Glj.jl_,.,. 6 ,335231 O 01 J2~r ' : \JG 1 3 """?3 ~ _,,,_,, "T .... 6,38466 
i 
6 "3Clº31 3,342731 - -~ '2-· 1 3,251S3 O ~,-r~, r ...,89"',.... U~J:"b .)
1 ' .,,) ..., ,/ 9 { )")O;: o 9 J e.o 
'· ;:: 1 ·1 n7 I v, ---º ...-, ?r ~,.-.,··· 1 .J~ .... o...)c,;t. r -4r,7 O,.., •.01., 0,735321 3 ~-~oo 'ç.)').).,1_.1 6 39"'" s ..) <--;- _.. 
º r7c;2,I 'D : --' .,J 3r2S727 6t35863; o 8"'º~1 1 ~ ..) ./ u ..!.. 3,37628 6,40770 
o •'71'"7!V")8t 
~ ! / "JL "! 3~33302 6 ~p~-r1 ~·.) _,.),)O 0,932261 - • , º89 .)~Lf_._7 6,43207 
i 6 ! 'FV·rt ! 1 ::,,503011 6,480081 ("'. G~'.)?()! , "('QC\I 1 ,"7 "! ' /'! 1 ...... ' _.,...,_.... 1 - :; ··.-...:.. .,l'----·7 ~-}_,>LV11 -~,.j ~4'+[ 
; 
1 r:n Ç" -ry 1 
1 
·, -! 0-:::: ,., c.::v '1 '' e.. ' - r ' r e; ? 
'~----,-~,,,e,,,,_! 6 7'0º01' 
.l. s ) e e,.,. 'j e-.' _ .... _· __ , _.,_1._c._1._;,_c! ---~-~----+---~-~-'---i---'-<i-~-l 
,: ror,r-1 , LC~C...! 
1 
~ 8°7,' i b~0:.,0..i.\J
1 
..!. <; ; ,._,, _ ..... ~· 
1 
_) '.I •,; .,;..b 1 
1 4,l?S701 , -~~~qJ-'I L,ll12L_,,' 7 0"5tl 
- ' ' -· ~ - ' - ' )\j :- -E. .- 9631 L l "º/:co5 I ' - ' 1 __._; '-~_,-.·~· j 
' , 7r·Jr, ! ! ry ?~cosi 4,44576 
1 l ~ - { ),.J : 
.L, )1.0 { j 4 ~ 3310;.: 7,32053 
1 1 
1 7, 5,~3,16 l~32C·25 1 
e....., .- ,... 
1 ·- ~ CL 7 J'-j 7,'i8354 
i ' 1 
7, 70942 1 1 8"7'>? 1 1- 7 J. -, r,.., 
1 ' 
- ;: , _J '..,, .... -;-,; .,:.l.C,J. 7,74340 
1 
! 
7 ~800C5!: - r,~.-r~I /, 7C·C..Q'"2 i l.:,C-fO")!, .. '): u,..., J ... .: ; 
'7 ,C:,'.CQC,I l :;_, Q,:: ~r7 i ,. f.) ""! ::. , a:: 1 : '.. ._ ...... '-' _,._, i . .;.._: '--''---''~',,.;; 1 ~ ') ,_),.!_ -·~ _J 1 
1 





~S 1~C~C\ 7~84002 
~----~---'-----:---'---;-----'------! 
-', 75~:SS i 7, 8S6s5 I 
'--------'-----i--_;_---'--'---L-.....:....---1 
. = 2 teE-se ~s f~Rura 1-7 os ._~rcificos -'i - elos 
~ 





.!. ~ .... \_1 2,56 
1 z .; l __ ~_1 -.._, --c---z-'-?--+I ~-z;..., --+ __ z_._1.' ·--+--z~?"---~ ';..---: 
i o~ooi o,93s26 ~3_.:...•.:..4-'-9_2_2_.E_1[~_6~,...:4...:7_2 __ 1_:6~i_1~·=-l_-4894l 3,74163. 6,6;0631 
l;...__:__G...:,_c_. 1-'--! _c-.:'...:S_; t.._: 5_· 2_F.-+! _3_,:...i_ ... :...3:...5_1~_8 _!
1 




·--'::'_, ""' _7 __ 4_t~_O_J_. ,/ __ 6~,_6_5_;:_, ·_0_61 
! i l I l 1 
n,n~~l. (\ ªS?~·r-,j 3 !J.Co0QG, 6-.t:_,_p,_,?') 1!_ ·; 1.ct',lq"\I ') 7:--:=:'"'-:0~·1· C-_6r::.J.~.)~L,C1!, 
- .... '-'<j.J.--vl. ',/ .,li , -- ..L!:t --"! .):; .~·..__,,...,.; ., ./ 
i, .- (' t, i {'; -"";::'. c:;;:ir. i .)-, !':{",.')j~ 1 l (---. -!~-;o-Ll_?_C:-., '1-_1_1_7_4_• u-,C:-r:,..!.!-~-7-C.-,-.,-2·-lf-O,..-, ,..0--)-;_.-,-. r-~, r, 
( V \..',...! : .J ~ ::Ju .J'-';,) ! '.)\.. _.) - f V i , <,...) ; - ..,. , '.i - , , • ! j' •..) ..L. ...:.. •· j \., .,- -" ' 
l
i ('. (~QI ,, .-. .... ~<'-.71 .... ;::;-;-:, ..... 1·":l C, .~o-;r,....,'I, J,..f',")()I -. ,,,..'"\i'.,:',....11 /' rt"r;~,r·,' 
v ~ ,.'u 1 ·..;, '"J ''J ..L 'J . i .J -;: ./ .: . .) v ;_·,_. :...• .:.''-'-·'-''-,é.~~:...' ~I _"-..:.,__:· ~:...::...L_c:...:,_c, _:;_, 'e..:..' _o_'J..:.J...:J..,.r-º-'-'-º-(:-·~~'J_'·~....;·, . 
~ : : :: : : : :::: ~: ; : ;: : ~~li-~-;.:.:-~-:-·:-)~-::--"-1-:-':-:-:-é -:-:-:-1,-:--'-:-~.-:-~-:-~-: é-1-:.C.:-;-· ~-/~-:. :-:·-:,...,: 
! i i 1 1 l ! 1 /"\ t:.1., .... ,. ?t::-in.cl ~ C.r-,?17! 'o'.,S7,?,_".q!. - /1,..'),.., 3 ,...,~.--1~: e, ..... ,,...,p.-,1 : L· ~ .. .__ ,... -··e-:;, 1 ..,., 1 v _. ___ , 1 .,, _ .,. .L , ·! e _i o ... ; ; ~- o,.., :' .:.. e ! e ~ r • ., .. ,,.,.~, \j _l 
~----:--- j 1 : 1 1 1 
1 J_~2t:~i. 1,4;.:s?1_J_;I?259! s,t-6272] 1')G55~~-1~1 1.;~017;,s! b,2.27261 r-- 1 i 1,. ·1 
' ,. , ·, 1 .f"' ,-, ,... rc7r ,'° ',, . ' ? r:,, 'r.::i:-;::,, -·~.,.v,.. . . ...,J_,.,
1
-~.'.·.'\ .. ,,. . ..,, -, c,r;·:-·..--.,, ')-:,,..,,,..,,,e, I" o,...,....,-,, 
i -:.:..,:;: ..:.~\..,j_J.LL~; _.. C:-;.c.::~.,'--C) ..:..~G1C?J...: ~')'--..J\.....V.J! 0~1::'.i')i..!.j r-- ,--'------'· 1 
5:i:.2\ 1,.s;.5521 4-~3Ca2E71 ?')02.7~\(, 1 2~c752~d .::-~.50711! 7 1 23E·.72: 
l G , 2 4 l-. -~-L-, _s_s_0_::._! :-, ·;--~-,-5-. é-,;-~ _2_(_\_r_( -', .)_"_S_;_; :-. y ?. ' 2 l 5 2 2 l 4 ; ? 6 s l E. ! 7 ' 5 é: 5 s sJ 
1 ' . ' ' ' 1 
! 2() ,,. l:,.t3 l, 2 4, c.)-.:-1..1, C) l, ,. ,.., / •-,.-,-. ' ,.., r f "'l ,- 1 ! ·"J '·i-,,:;,-,,::_ t ;, c:=.')?/1 \ 7 e,,...,,,- r'7 .- L.\·1i·+t'J..!...i i~-DD.i.~~i '--'•_;.C.:;,u.::..u] '+,/_,,._._.,., ~-/.JC.•0:_! 
1 i 1 1 i 1 
1 ;·:.o;S~,_: 2~_07331! <-~E,523S\ 7~E272S! 2,3 1t3231 5,05S06j ?~:r72~.5! C,l, S2 :·~~:._-~_··~,-,_'~j~·;-,_;-,_s~·=--_, ... ;_ -4-.--c--.:c-,r-!-S-~::;.c/_~-, -, -s-~-7-S-i(-; l--2-'-,;.-;-·,5-C-·.-s-r+l-:-'. ~e_·-::_-. _-j_-.:~-1-5_[_;-'_:o.:..,_c_G_;_:'.é-'""-':~ ! 
j ~:.:~. J ~ S<. f ~-?:; 2.C;(!:-}' .-'.;,. /?,JSCO :_~_!_,_~/-· .;_,_/_-( J_~,! __ ._2...:· '..:.::'_,~_i_S_~i_J_._ ,_::;_· -'-~ _l_!:._2_?_.·-?_;.c.f _3-',_J._::.-;_:':_,;~_ ... ~~? ! 
! -:'..::1 ·.'. 2 -.. l}:.o;. :.: ;. ~ º .. ,Si./?~. f ,.. ... c-12J .. ~J 2 .. ::c_·:o:: ... ~ ·. ": - 7?'1-.] o , !::ar.;:::! l-... ---"---'---'-...::... -'-'-' "-..C..:-'--'--'-:...;...c_.::_,c.:·::....:..::...:_ ...-' - . ~ '-' - :, • .. 1 ~ ..:.. j\-'V j ! 
as 




~] 5,12 10,24 l 
O ,,-1 . ,; \.JJ_ 
1 





7,2~l2J! 0,02 1~33141) r o ...... ,....~.-.,1 ] 1.41ccr,j O~:;C~'c.·. -,'7 .~.r-''-'1 
I ' C 1 
4$052701 6 O?C::<;'71 ' . rra2! 
! 
Q~04 1 -,~~871 4,322241 7 ?,1_,o-l ~ .,.,1-;' :> ' ' ~ ..,,_..,)...,' .1.,.!i·')O -· ~ '- '. .,.,1,.Jj 
1 
1 
!+,C:61~71 6"930971 1 f,_F_l; "! j 
1 
0,08 l 5 _36Sl0I 4, 330751 7 ~-o~-1 -:,---····!. '?r.::1: .,11.)',) 1 
' ,,, i • - ~- 1 1 1 ! 1 
1 4,07389 6 C,Il7s i ~ -""')r;-: ;. ! .li ')l\'7rf! 1:)2593;. 
1 
o' _;_e,! l~ ~-1.4ul! ' ..., . .,,, -'- 9 Jt:.. f .!..'-;, ·+ 'l _,>1-;; o J ! J 
1. ! 
º' ,' .. ·.'.', '_•.,.-1.--?,roq~,\, , .,1'J2·l 
("(' c.c;__,-:>1/l 
T 1 
-- - ,_ :..:_.,:;1. .... _,: (, '·; J'- . .:...-, 1 
7.,0C5(3j 
i 
,. /,1,=,7c.! ·+ S, ·, ,, ..... : ·~· ! 
7~27389! 
i 
r· -?"'---i; (,_;_uJ_;; 
:,,22 1,s:::5s2i :,J'./~671 '!,cs7,;s\ 1,ssc1s1 
~---_-,~!f----~·-----! ' i 
? ) ., ') .""'-'7--"),.., _: ..•. :~-.-_.,~ ... ' •••. -_-!,. 7 ?-J,-,r,r,i r-. ,,-,--2,..,1 ~ ,-,r,-."';,-j ... ,,,.c_,.il,r.;:-... · .. '.'·.:,. 
___ -_, -~ _''_,_· _~_,_,,_· _! :::_··_· _-:.:_~: __ -_-_· __ • __ , ___ .,_c_,_"_,i_c:._~ _._, _-'-_:::-_-_~ J_'--_, _, _i _0_·;_-'-_º~·---·-,~· 
L,7SCP7i 7,42326! 2,L~S3Ll~·-c;.:...J~s_O_;_?_C~3~1_-_1.:._,7_1~_c.:...5_6~3i 
. l ! ! i 
5:12\ 2;2·3782< -----
""':'J ?!l 2~!:-S:13L'.-;,: sjo,~:703\ 7~72,5631. 2;637(;.i1 5~32491
1
1 s ... 35.32.3
1
1 
~- .... ~ ~ . ~' ----~---- :---'------',f--'..---:---'----l, 
1 i ' 1 ! 
,-.,r-1 1-,:-,I ,-.. ,-.-,r,,-,,1 i~ ".)-:, 0r'):::-
1
1 Q /"\lit:.3')i? .,.,..')~·,! r •?'?"':! o -:i:::-:-2-ol e. '- ~ -~ .J l ::. 1 :::= J .:.:. ::-, e j _._ ,_·_..J_L_.,_. __ e._,_,_·~_. c_;·--1 __ ·-_,_,_L:_-.:::_, ,__ ; !,· _ _ )_, _)_-_,.,_._~'"'!_'_'_, _,._.1_..1_--'--:' 
1~ O.' S·6 ! :? ~ E .::,7 (/) ( ~):: J.:~ S 3 7 !_f_~·c..:i _?_l_J_5_C_·, [_?_ ..:..~ i_·.::_G_5_7_G 1 5, 6L2f. ~,, 3, 5,: 5 :~e 1 
,..,. ,,...,.! r'- .~~,.-.. . ..-, 
:::'.,i :- '),::.: ..: _;U__::-.-::·:_.j 
~---
1 
:-_ S J ~ -~=. ;~ ! :-~: ~ f,:.:, .:3 l ~ i 5 ~- ·<·; -~-? l [ 
'·------ --~- -·- - - - ·-- ------
,...., ,- ,: --:. -: ,~ . 




.?, ~- !~ QJ.3J.; 
! ; 1 
~ -_.:?"::6'"-:.?--.: 1.~ ~ 7(\·-~?! 2. G?,-:2-_, .. 1 
- - _-'_0:_._' _,_).:...-'.:...-·_ci _,.,;·:_,-_'_~:· 
i i 
- -,,-.~ -- j .- 7'-''7 ,: ,-1 Ç' ,.. .-- ()')'": 
~,-b)t~~._)_,_._-_,_~_º~i-'_'_,L_~~-~_J _ ,~j' 
i r r,-i r-.,"' 1 
:::, : f J. ') '-:• ·'· '! 
=),:~ r,,'.::-:_·.::·~>:, c-ct~: cst,.:;' Tes·.1l·~::~.:..:o ]Vc:2:~·:°2..I::0.s c~c-'c2:..--~;:i112.:. .... 














1 " '-'1 1 1 z, 1 
(, .. _._.r __ GJ.,. " __ , .,. t'.-S7, ·-,ic,1 .. ó :cc/.27! 7 "'J02A2 1 i:;,.,~oJ 4 600'"' 7 o"o"c·,Cl('· - - - - 1t .. ? ~./'"'-·F ., _,.__,,_'t' ,..,..,._.)_../._)~ ~ .,,/"";"r '$' .,.v 
1 





' \_:;~- ; ' 
o,c:31 
1 r 16 l U, , 
1 .~ -=··? v·, .-,- ! 
' r 
! i 1 
1,510421 tc.,500521 7,50537: 1,546011 
.. '-' ,J ,· CC t_ 
"0 ,/-•-U, I 
1 ""\ ~ -~ ,.,, , .... /' ! 
.:...~J-r1UO_ 
i 
-. r.:: ,..., .......... ,... 1 
')'·i',r') - :J - .,, --
1 
: e. 'i r-r r.:,::. 1 
.l.. ':, L, l i .,.' 1.:., : 
' . - - -
i 
2 ~ c:.3so; 
~ ·'(,n?> '1 .,, .-, ·""' 
L :, -- -'\-''-'"' ' 




l:.,- :- j.)UU.l. ! 
i r:.(~,r.-\ 
.. ; ,;.. ..,- <..l .,.1 ..:... 1 
r ' ·-?'7é;OI '-,- 'j ;_, - : ./ ./ 
i s50{9..1.1 ?5584 3 1 
., n.,031 1 $ :J .!. _.. " "8"68 .1. i _., e.. 




1 i ·- ' 
4,6o,n8 
4 ~ t:.0-;0l 
4 617Lól 
. ' ' 
1 
~ 6)/.?D.j '51 ,- ' 
(,667381 
1 4. r,3, n, j 
' ~ { .LO.!..' 
..., 6r.1• ,, 1 
f , ) .L4 'e- 1 
'7 ,. ·--1~ ""·C; i·?v _;'j./ 
7,679.07 




' ! ! 1 
,·,,::. i ::;-, C;Lr,:::._;_-.L1 ') •. ,:'.·-./;·.~ ... '/!_.:!,_ C, ,"',1..'"'1.C,3'7 2 (',,._,...,_,:, '- CC..._(-.: G CC? .... ,-l._.~-- '·;: ··-· :, ~_.,.._ :_-_._-__ c__-_, _-_----'--~-,_-_-_,_. __ ,_· 7_':i_' )_?_e_, '----~'e...' _,_;-_~_-~_.'..:·_,_! _d...:.,_-'...:., ,_''---_'.)_)-'-i 
;: , .... ,,'J•(;? :",:~ !,.. o "ª .... _,.,..... 1 
v, ---- ,.1')U7')~:,o\ 
' 
:- :,· ~".<2 9lJ ! 
i ; 
~-:. -; ("_:. ,.";. -: --:_. ~- \. ,.., - - ,-. -· . -, O \ ~. ,.- .... _,.. r e .. -,. -- .-·. 1 
_ ----- b~~)fbt~ -~~ ~b(1~ Q~~'-'G~~: 
-"----'-----'--~1--'-...:.:.............:.: 
...., ....,,.. r .·-_,- 1 
;; ; l,óGc .. J / 
' h: s ~--:. ··,· :--?7 
1,-, --1 - •- - ------
..l.. i .l.J r~... ::.:0 
j_ L 
' G,13~~s:::-~f 




f~..-1--z-.,---;:j __ º_·~-:,-.. _g_2_,----:i-. .,-. ---;i---z-,._---;--1_6_. -~-;-8_4 __ ·.---z---,I 
' ' ' J -
0,:01 1,55185! 4,65562: 7,75954( 1,56121l 4,6838ll 7,606371 . ,,----;-----;1·---r---1 
-'. r. -/ 1 · - i- • ,- o ') r • :• --· ~f - A ; 7 ' ~,, ::., ',,'";, ':', '.,.'•. l ~' •, h. -,~., ',' r:., '.·,'. '1 ', oi'"' r, ~ r, -:. f7 Q :'17 ,r , 1 \..·._:IJ.;....J _;,_,::;,:;.1....0 ,:....\.,: :'·'.:;O)!)~:-! '-'1-' _ .. _,, ..... ~~ 0_.·';!/
1 
i:;....,v '0-;-
1 ------r----~,----------~, -----~i----~I 
·c; 1 C2! ls5:;41.,.2:! <;~65S•3é( ?;':,.·52C.9! 1~57.3SC: 1 4j688G51 7!,e0.~92: 
.·, .. "· .... i • '1 ,, í ~ ~-.--·1, --.-~- ''J".11 - g·· -1 
1 -_, •. ~ -:-.
1 :,-, ·-.-.: ".·-· . L.· •• , h :·~ L1,. (_,\~.! ;! : • ,., "~ ... < 1 ..... , ..:,·'.') ~ -' !: r · .,. ·_) ;,-{ ' , · 1, rG \;:,v·-:. ,-' ._ _  ,:,:•.J-,-,-'.;/:. 1..J'-... '-_,""- _.,,,:::,Lc_ .. ,l f~ -.!.--:-,. 
c,::.6i ..c,t,1;759! ,:~,6SS~,;~1 7,77936! l,65695! 4,717511 ?,826691 
-----·'1------;•~----.;------,-i-----,,------i 
0.;3~~ l.;7;;2_32! 4-/"?22(-E.i 7:;8·J:J.J5Í 1/74-135( 4~75066! 7 .. 8tS82 
r·-_::::.:c_.-. :.,_.-6:. !.:~ .:..,.-_-_::.-,:,:F::'_7-S:. _J--_--1~1-::11_:-_,-._,-'_i-:._,-S::;_,-;_, j--:-, .~:; t,;-,-(-C-,(-_; ?-. lc---J.-,-.':.-' .. 3-(:-3---t '"!-::-. ,~8-"_1._5_1_5~-!-7-: -:-8-S-' 6-8--5-1, 
1;2s! 2 ... ~.c;;s:! ·<r:,SC773l 7:;s::.7sol 2,1c44I! ,~~936co] ?.-;96475! 
'----.----,.. /:-_--_-_-.. ------,!-~------. -----.-~--,...----.-----:-! -_-_-_-_ -_ -_ ---º. -.--.-4---c,-.-~:~,-_-;-,-º-,?-.,-1 
~ ... '._:-;:.)j :!.~._)ç.;;:-;'.::,t:,1 j~.1.-~.:;_L:)j c,._1::·_,_).:.:_';,! :,-,:~.5/0 1'.t-ji J;i..L'L1...•0! O~.:..- _-t_ 
e:., f.J-f2E !,-~-,-;,-;:;.-e-:~·-: 'C-: =--,:·;:--3-,-j--t-, ,-.,-~;-8-ri-:2-. -'; c.-c-.. ~--~-::~-~-'-.~i -5-,-4--3-,-~ Q-_.:-1-:-!-s-,-:,-J--_5_2_S_·! 1 " . -: 1 
.) ·; .:.. -- 1 
' 




- t ,... • ., ,-.-·_.-,,--; , ..... ,,... .,.,..! rr 2: 2.;-07;_. ! 5 '.• 7C,":j'j} i 8 ::• 1-_:,2C2J_; .-:-: :, ::.·,::.·:: :1~; . :) '.I?.) T :~i.) ! 8:, no 93~ 
:-~---~,--~---.-il 
D, c· .. J .. t.,_.c:C 
i 
3~. ·_;cS2E:( 
,_-, ---... - ~ -- -·· ,-.. ··---'~ .·- ....... ' ... 
?~~Y?::"=;:,7! 5~Sf.345' 8;;S57S4j 
- : .:. . .... ·..,·-
·-· .._· :-::: :. ••. ... r ., · .... ·.; ,...,, - ....... _.. 
. 1 
' 
~1 f 1 
61 
















5" 12 I -
O'.c-:;i1 , 583'.,i ,. """!'.."I '- ..l..:, > '-i-.,.) ! -··, i !..••V,) 
i------º-'_c_· __ ,: -+! _1_,_s_-_s_s_s_G_I,--"-_;,_: 7 2 c2. 61 
1 i 1 
?}35907 
o,cs, 1~620131 4,72930 7~36415! 
1 
~ /6f' rl i ,., '7 ,•, C:,nn jl 1 "v 1Ci J ,, C)""' r ,. ,...,_ v" ',',,87,!c.,~OI '; -·'- i • $' ._ .,, 1 -. ~ • • ,.,_, .,.., ! .,,, 
O ';'_)-. ?_ ,li , ~ - - -· " : • • .. -, - ~ ,- 1 ~ n e ,, , a 1 .l.?f?J.JVj ~~·1f!'j!'.'.JI {:;0) 11'+.11 
- l'·i , .. ,c,,:,!'...?~ .. ,i!. '-·-~r'1 r, a-:,,,,'7[ U 9 o :~ e /- - - ._-_' :· :..-' _b_1:_:._' ._: v_· ~· _:_c,_':J _ _.,_,_,. _(·;·_!-;! 
,..._,.,..,! r,. .,,r.!"l":'j ~ -,r.,..,.,1 - ,1-,....,.,l 1 , .... ) ! .(_ '; .!._;_.)l.1.,: i ~ ~ ~(:;::~ f J.. ,, ;:t'; :_.1,~.::;.: .. i J 
-- !I ·-= ,_ -'. 
' 1 ! --, 
2,56/ 2~3904~: 5~.J-72Dlj S,1S-805l 
-----f-· -----------'------j 
.:- -. r. \ "' ,,... ,r,?; 0 1, .- , ,... :- - .•·. l .~·, -. _/,·. C· -_,. -~. '_,. ,
1 
)'.il.::. ! C:.,0,, ...... ..:..J_; )~.:.iG~:j .. :) ! -·· _ 
1 i i 1 
1 ,... r . ,;,_. ' 'e:'.,,,<.,º··!~. ri; i, - .-· ,.., r ..... .-- 1 .:::_ '7; e í --: l ...c..\.J~.-;::,.- ! ,_ L-- :-,~ { i•..__,'J') i '--")' / .!.j-;·.!.. ! 
1--~-=---,,,--=--.. ---__ -·e-i --'-----'-:--'----,, 
•Jr' .. :::- r) r,,' 2 1 - 0~,-.,-...., 1 ,-,, '"'.; :"\""": ' ~v ... v .. 0·1 .. -~·-,·· 1 J~.-~'.j:~~! i, ~r,l,~·~>~ 1, ··- 7 ...,. _.. ... ,..., l 
! ' i 
- - - 1· - ,,.,,,..,. ..... ,,., r ... , ,,~··,.·.··:-·_·.-,.~ . 1, ............... - .. ,-, ~L,!~~t J~uoc~t ! ~ ___ j~~Oji~! 
---e-----'--- 1 
~.-"· l_, .·, ,~.-,-.·.' !!. ; ,,. ! (;, -~ ... ,'! ",,' :,· .-:: r; :·· r.' ::: ;:; ! ,~ ,,. -:, -.- ·_: (_; ,"': !, - - - __ _, - '--'70:.., .. ::_•_ .. /i - - ,_, 
i r .,..., , ___ ,.. 1. ,. ... -,-.rf' 
.... ,.. . ···. _.._, , '-.. ;1 .·, _"i -, ,.- e,,.·.· '-·';•--:_;,.._; i - • , ... -
r• ! 
- . ' -.~.:.,:..:2~!:.. c~-:::.::.:.cc-:nc:::: 
• 
30. 
,,-- -·.·· ,., ... , ... -. -
'v.L .. .::..:,..:;..,::i 1,,-:;...,._,:..;.. 
• 
:::i: 




----:- -----.-.. ~ -- -------· 
. --- -;-_-------- ~ ---
,;_:.: ___ · :.:.-.:.....~--. 
··-·~-, - . 
.. :. ____ :· ···· . ..:..:...: 
. ::.·_,_ -·· -1· 
. :: .. :~_:: ____ _ ~~\~---; 
-------·· .. ----··--· 
·-----. 
--~·__;_ 
. ~--·-·· . 
.. : -~--
·:j: 









,· .. ·, 
•.• I_.· 
::l'. 
. .. ':·; ___ _ 
~.:.: ······::·;: 
-----.. -: . 
----- ·-----·-----: 
.. ·--· ·······:-
oo, (3 ·= co é o caso da barra com as 













Xo presante c2?Ítulo, consideramos so~e~~e os casos 
e
-,.· "tr~-..,,.-."1 .. ,,..;;,...._ 
,. e;._ -c...':; ........ v S2CÇ8.0 
- . pequena em relaçao ao co~prime~-
~2 t~~~s~ t·s~a gra~cas variaçoes _precisamos levar eo conta a 




·,:·: .. s. 
,.-. :.: - - - , ..: 
•, 
l; •. 
·' ... ~- ~: ·- ~ ...... -... " ·.· -;_ V---:..~--
de ffiovimento oscilat6rio 1 ..... -.,. ...:..v.1..:.-
+ ~ ·;) (f(z) 
c.i X. 
/"-. ~~ 
:) Li\ --; ux 
' -1- ... cc ... :-...o.os e. 
" , e poaera ser 
- g(x) 
-2 k ::: 
e 
O C8.S0 ds. ~- -,:::- ...:.. ' 
·--~- ·- --· ..... . .,v_,_, 
'.2 -e'. ,. -· 
~) 
e 
.. -: : .. r:--_ ç:-. e ç ~3 
') ' , 
-k r(x) = -..... e 
o 





2 k E~_ ~
2
U 
f ~X - ~ t 2 
2-1-2· 
Pela equação 2-1-2,podemos constatar que a solução é 
.:i.a forma U'.(x,t) = X T,onde X e T são respectivamente funções de x 
e t;quando substituida na mesma,obtém-se: 
2kEld..'i'.: 
f X dx 
2-1-J 
-Da equaçao 2-1-J podemos tirar duas equaçoes diferen 
cais ordinárias de segunda ordem que são: 
2-1-4 
~
2i - 2k dX + (bÀ) 2X= O 
QX dx 
2-1-5 
onde b2 = ('/E 
A equação 2-1-4 tem por solução a seguinte: 
T = C cosAt + D sen~t 2-1-6 
-Para a equaçao 2-1-5,pode-se escrever a solução: 
( 'K , 1t,_2 b2;.2' )x r,- 1/, 2 b2 1 2
1 
)-
X = A e ' V....... - + B 8 ' 1.... - i K - "' .. {. 2-1-7 
Sendo a soluç~o seral o produtd das equaçoes 2-1-6 ~ 
35. 
;>-1-7 ,·o'::item-se: 
2 2 1 
b À x )(C cosÀt + 
D senÀt) 2-1-'8 
-Pode-se constatar que a equaçao 2-1-8,quando k =O, 
tra;;sfo:::-:na-se na equação 1-2-7 que é a solução geral para : o caso 
de t~rrss uniformeso 
A 
Para evitar erros consideráveis nos resultados,o va-
lor de k,como restrição,deve ser bem pequeno,com isto sendo b tam-
bém pequeno mas A grande,podemos considerar dentro dos limites vá-
lidos q1..:e k L ,\ b, 
Com estas considerações a equação 2-1-8 pode seres-
crita de. seguinte forma: 
2' 
k x )(e cosÀt + 
D sen,\t) 2-1-9 
As condições de contÔrno do ~aso da figura 2-1 sao: 
U(O, t) =· O 
Introduzindo estas condições na equação 2-1-9 obt~m 
-se O e por mr.a série de trans:fonnaçÕes a seguinte equa-
ç~o de f~equ~ncias: 
-:,-1 
-ex.'- = o 2-1-10 
J6. 
A tabela 4 apresenta os cinco primeiros valores de Z 
:::ue satisfaztm a equação 2-1-10, calculados por um programa do tipo 
2, 9cra d.iferentes valores de ct dos quais podemos determinar as co.r. 
r2spondentes frequências. 
A equação dos modos naturais de vibração é dada pela 
V = Bl . .tl.i 2-1-11 
Sendo Z = b A L e~= k L,a equaçao anterior,pode-se • 





X sen L 
I 21 - O' 
X 2-1-12 
Para exemplo considerarr,os o caso L =100cm e:X:=0,9852 
que com os resultados da tabela 4 quando levados na equação 2-1-12 
tem-se os grifices dos três primeiros modos naturais de vibração, 
tr·açaâ.os na fis;ura 2-1. 
OE mo~os naturais de vibraç;o da barra de -secçao va-
:::::·iá1,,·,:l e.::tao coi;:::.a.ratos cow os co~:resiJO~;.den.tes da bor:ra uniforn:e. 
Pcdeuos co~statar uma ra~oável diferença entre os ~o 
d.e see-çs.o da bE::rra de eeccão vari . -
z, ta~eJ.a 4 ~cs m~str& que a " ~ . lTeçue11c1a cresce E:., Fledi 
-e;~ (il2 & S8c~so da bar~a decre2ce. que se ex?lica, :undamental~cn-
da ri~idez ds b~rra. 0 
37. 
TABELA 4 
l d,. 0,0000 0,0010 0,0015 0,0022 0,00331 
----+------l:------+----+----+-----i 
! Z, "/2 1,57143 1,571751 1,57223 1,57295 
',----'-' --!------+----'----1----'----+----'---+------l 
1 z? 3"/2 4,71260 4,71271 4,71287 ,,71311 
~-::;._--+------+------i------1------+------i 
1 z, 1 5t1;2 7,85411 7,85417 7,35 11271 7,85441 
i Z.1 ' 7'1/2 10,99567 10,995711 · 10,995781 
I Zs 9rr;2 14,13724 l~,137271 14,137331 
!--[X-,-------o-,-o-0_5_0 ___ 0_,_0_0_7_5+--'-o-,-o-1_1_3+-j --0-,-0-1-7-o'I---c-,-0-2-56--.1 
! z, i 1,57402 1,57563 1,57806 1,581691~-l-,..:..58_7_1_5~ 
10,99588 
111 1 ~·741 . ' .., 
1 z? 1
1 
4,71347 4,71401 4,714s2! 4,716041 4,71789 
1--z""'.,--i--7-=.-8-5_4_6_3+---7.:..,8_5_4_9_5+--7-'-,-B-5_5_4_4+--7-.~8-5_6_1_s-1l--1..:..,-a-57-2-_9-1 
i __ z=!i. __ .,..:i _1_0_,_9_9_6_0_4 __ 10_· _, 9_9_6_2_1-+-_1_0_,_9_9_6_6_1+-_1_0_,_9_9_7_1_4""1 __ 1_0_,_99_7_, 9_3-1 
1 Zs 1 14,13753 14,13771 14,137961 14,13839i 14,13900 
l
·---'-----+-1 ---1-----+---.-I ---'-! ---.J 
o<. ! C,0384 0,0576 0,0864 0,1297j 0,1946 
i Z, 1,595361 1,60771 1,62631 1,654,\01 1,69694 
!--z~?--.,--j --4-, 72069 ---,-LL':-, 7-2-4-. 9-5-f---4-'-,-7-3_1_4_[)+-1--4-', ,~7-,i-1_5_2-'l'---4..:..., 7--J_7_2_9-!, 
i 1 1 i z, 7,85897! 7,86153 7,86545 7,87153! 
! z.~ 1 10,99914 11,00097 11,00J?S\ 11,00313\ 
:--~--i-----+-----!i-----+! -----l---'----1 
! i"/ l 
l ~? l~-,139941 14,14-136 14~1;1355\·. 14:.1-+h93j 14~1.52·26 
l====·:x=· ====:! ====º=·=2=9=1=9:1====-º.:.. _-, _1.-t3=7=s======c=, ·=6=5=6=s:! ====o~.~--c;=,2_,..:..5~2~!=·===~1=, _-=-1:...
7
-, :...7-. ;:,-'_-..li 




., :,q'"-:J·'" 1 i :, __ ),~)_,,,e; 7 '"2 o • C' 1, ~ ,,, - ..L 1-j 1 • 
11,01t392 j 
···:·:·:·:··. 
. . . . . . : 
.. :~~- ;_ .: :r~~~:c::r:: 
.. l. . ' ... 
. . ' ..... ' . 
~:). . . ·: .. ~.~-~-·---: ____ .. __ . ... 
,. 
39. 
t conveniente não usarmos valores de c/.. maiures do 
,; :.ie os i,,dic ados na tabela, isto por que, ao resolvermos a equação 
2-1-10, ~ouve uma dispersão para valores superiores, provàvelmente 
~,:roverüe::te de problemas de computação. 
- ( ) 2 -2 n ·2-2. Barra com: seççao variando segundo a funçao f x = c x. • 
Nêste caso, para efeiio de solução, poderíamos ter 
~ualquer valor de n, mas, pare preti;ão de resultados, devemos u-
sar, pe_o menos, o seguinte valor: O~ n ~ 1. 
Para o caso da secção circular, a função de secçao e 
a funç~: de massa por unidade de comprimento s~o, respective~en~ei 
f(x) = íí 2 - 2 n r X 
o 
g(x) =f IT 2 - 2 n r X 
o 
Introduzin~o estas fuTiç~es na equaç~o 2-1-1 e si~]l~ 
~ic2~dc, obté~-se: 
n é)2éJ 2 n E E)U é) 2,. I', e) 2-2-:'_ 
..... ~_,.-2 - = ê) t2 p e)-'", . p X Jx 
A equaçao 2-2-1 também pode ser resolvida po~ s2p~-
~sç~o ce variáveis, suporrGo a soluç;o da forxa U(x,t); X T~ c~e 
s~~j2~i~~~ta e~ 2-2-1 e procedendo de forma a~álo~a aos esses a~te-
2-2-2 
-~ 2-... -
+ f. ;(2 V o l. - 2-2-J 
X G.X E 
40. 
Para a solução da equação 2-2-3, convém tranffformá 
-·· ne. seguinte: 
X 
' 21 dX 2,2 -0
2 -2n +b A xX=O dx dx 
2-2-4 
p /E. 
-A equaçao 2-2-4, como se apresenta, -equsçao di 
ferencial de coeficientes variáveis cuja solução torna-se fácil: ao 
c::.quadz-arri1os na equação de Eessel generalizaãs. que é a seguinte: 
-.2-,, ? '• A 
X - ..'-.:.-:.:. + 
- 2 
C.X 
2 A) X - 2 B 
<. 
2] "' QA X -
dx 
2 A) x 2 + A -
:}":.:.é e.presenta, como soluç&oj a equaçao 
.,, A 
A = X 
2-2-5 
2-2-6 
Nas equaçoes 2-2-5 e 2~2-6 os valores de A,B,C e D 
"" ,. I n •• _.., :: ,.:J - 1 • • o , • 2E.:.c cons""cE:.ntGs, t,;f e a 1u1 ... ç<.,o '-Áe Desse .... cte prir.10·ira especie e or-
~- ...... ~- .. 
. ...... .,· - ~·. 
.( ... ,.., 
e a ru:nçeo de Be~isel - . " . cte seJunaa especie e ordera lJ 
Para anqüadrar a equaçao 2-2-4 11a equaç~o 2-2-5 deve 




2 ?"'.:.' 7 l 
}. = •• --;:,--
D = O ; e 2 - ~ 1 lf ,_ - -·=-~ 
2-2-6 obté:1-se 
" ('o·\ .. ,1 ...:..') .. , A ·'--il 
L,1•;-..!_ ....J 
a s.:, 
-;.- 2 .., '7 
,:: -..:.- : 
41. 
A seguir, apresentaremos a análise de alguns casos 
-:~articulares do valor de n que sao: 
A -2-2-1. r, = O; 1'-leste caso a barra é de secçao uniforme e a equaçe.o 
2-2-7 tr&nsforma-se na se6uinte: 
1 




Segundo as propriedades das funções de Bessel,pode -
se escre .. Jer: 
J1 (x) = 1/ 2 1 senx 
~ fó X 
2-2-9 
J l(X) ;;, 1/.,2 
1 
COGX 
- 2 \i H X 2-2-10 
2-2-11 
lntroduzindo estas funções na equaç~o 2-2-3, podemos 
t:i-·c..nsfvr:::á-la r~a que see;ue: 
X ::: A cos b ;, X + E" sen b À X 
-s scluçss seral será 
\ ( n 1 4 • 
, 1.., e os A v + \ .!_ ' iJ se~" l,/ 2-2-:i.2 
2-2-12 com s. -eq_~8Ç3.0 - ,.., 7 .1-.c.- , VG-
42. 
,<ficah,os que são iguais, basta que identifiquemos os parâmetros. 
:,-2-2. n ~ 0,5. Levando isto na eq_uação 2-2-7, esta se transforma 
2-2-13 
'1.'~st· ' ..... .. t: caso, sE: e.ne li SH1'mcs a l"'e 12.çao 2-2-11, cone lui 
~cs (Ue c2 = O; logo, 
Com êstes resultados a solução geral ' sera: 
U(x,t) -- T (" \ ' 1,.., \ -> D X "l ui', X)\v COSI\ o+ · \ t) sen /\ ,.. 
2-2-14 
2-2-15 
2-2-.3 .. :n = l. Cora êste valor e, equaç2.o 2-2-7 transforma-se em 
-




"2 ':-:i (t;\ x) ; 
2 




= -1-~ /e'-~-·:-~ ~--\ 
J r.,, ":''. \ _.., } 
'2· 
!/ ·,·.• ~ :-: X 
j~ 
- -· li· ... --· 
~ ;, ::,: 
- C'OS x) 
<., ,::.:.:.:.:t<·:,() 2-2--..:..:.; ::-c,:~,.;;r/ :::t=..::...., 8~:,.:::.-,iJi:.:~ ds {)C';:).:l.u~·t:; :,".;r;-c_:-L: 






Com estas considerações, a solução geral será dad?. 
-~:"' se;:;uinte relação: 
::'.:,:,t) = [A(sen b),x - bAx cos b,\x) - B(cos bÀx + b)x sen b.Àxj 
@ cosÀ t + D sen). t] 2-2-20 
A 
Pela -equaçeo 2-2-20 podemos dete:r<min&r as freque~ci-
- - ' -- a os modos na.turais de vibraçao da barra de secçao variavel,pa-
- o caso psrticul&rde n = 1~ dependpndo das condiç~es de cont3rno. 
2-3. " .ü8.rra -com secçao varie.nd.c funç8.o f (x) = S o (1 - kx)~ 
Os casos cem esta variaçao de secção, ainda apreser:-
.-;.;. .. , ums .solução analítica. 
As barras que se enquadra~ n3ste tipo de funç;o· de 
- - A t:se:çz-~o se.o HS de forma Je pri~:J::'i2.3 tro:-;.cc-conicasº 
O estudo 2. se3:uj.r vs.le p2~a Hs bc.rras de -secçc:o cir-
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yl 1, ... "2. 
'>.~.~ \. J.. ·.;; ) , 1 ~ .L.:..-
.L ..l 
-'- / - .... / .. 
- ·:~-1,J.. -v"- j 2-3-=-
;,; 
de 
~es;cctivamonte, o ~ns.ior raio 
. . -as aime~sc~s ~c~ores. 
L - co~pri~ento da barra. 
Na fisura 2-2 tem-se para exemplo o caso da barra e~ 
for~s da tronco-cone, com raios r 1 e r 2 .. 
1 -, 
..1..-.l- ~ 
-.•, ·• ~= - : 
Fazendo k = (1 -d )/1, te,1,-se para função de -secçao, 
f(x) = rr rf (1 - k x) 2 2-J-2 
Para função de r:1.e..ssa por unidade de comprimento ]Oél_s 
s(x) = p rr ri (1 - k x) 2 2-3-3 
as equaç~es 2-3-2 e 2-3-3 na -cquaçao 
~ f'..\2'!"1 ? 
,_ p " . - () 2u i:, '-' u ,, ~~· () u 2- 3-L~ ;_-5 = " p Jx .... ·p ( 1 -k"'- );l V &t" J \ .J.. .A. \J.I'• 
de 
U(x,t) = K 2. o 
.: ?. ~t 
:.::.,.? 
'-;.r-... 1-}: X 
6 ~:= b + 
dx 
2 • 2 y ('; A .,. = V 







1 k X 
l)ara in troduzj_rrno~~ esta tTans forL112.ção, t ama.mos: 
;; ·v-










,d"'.r .. 2 
t, _:..;.. j 
dx 
= J dX 
2 dy 
"T ~2 .. 
+ ~ ~L = 
d 
. 2 y ax 
1 ,/x 
4 ~ ' c.y 
45. 
~~e substituidos na equ&ç~o 2--)-6, nos d~ 
- - .... {~ ,,, 
-.. --·., -
,_ '·;_ ,.,.,:: . , __ ..... 
.-~ 2 ~.r :?. r".t 't ~ L, '-""·''- (2b li )é X o 2-3-7 r, -i- -i- = 
• é. ·,· à.y ü.J " 
~ coi1venie~te que a equaça0·2-3-7 sej2·escrita da se 
Segundo A equaçao 2-2-5, as co~stantes daven ser: 
E = C; 
-.'.. r 
.... ·,..; 1,.., 
}_ = y e. j'v--; 
L -
e - ,. 
- ..!.. ' 
D = 2 b 








• ) ,, ... ,! 
t) ' .J ;J 
r, -, r .. 
L.- ;,-'";; 
X = ~(A cos 2 ·b). y + B sen 2 b,\ y) 2-J-10 
-Substituindo y por seu valor na equaçao 2-J-10, te~-
l 
,- b ). r, ,_ x) senb À (1 - k x)J '.-'-- l\. n 2-3-ll V 1 ; cos-.- + D .. ·:.. - 1 -- .-~ ,_ 1, - i~ .· .. !- ,. .. 
Sendo a solução seral o produto das funções X e T 
' ,-
•• ! _,_ ' ---"-' -- 1 ' ,( • 1 = ' J b}. ( l-l-::x) cos .k bÀ(l-kx)j Í,c + B sen k J k cosÀt + D se1,). 0 
2-J-12 
,., . -- ~ ... . l - :.. X L--
?a:t·a col1ci:içÕes de contôr-no da barra mostraõa na 
··(- '' ~ .. "-; - V W V:: V -
citadas anteriormente 1:a e 
çuec!o geral obti~-se.as sesuintes isualdades: 
.A - - B 
.~ 
-t. .-- / 
+ 
o,\ (1-kL) [A 
' \ f "> 1 ":° ) On,_.;_-!{L. 
sen k 
b,\ (1-1-:111 




,__ ___ _ 
47. 
1 
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..:.. •.. · i l) :: ) 
., - ... ("' r, ' 
..L -, V • 
' 
llrc .. :201;.{ 
i 
-,1 r,.r .. -.-.r./ 
-'-- ~ ',, \.;·.,;_; ;. ,·, 1 
' }O~ c:---1,:.: l 
- •. , ., ~ •"' .-. I" !'. .·. ,.,_. - ' --
i.-------
10.,SSSS?~.· ,~ ,~~~7 - . ·, --
,. . , •·. ; 'I• •I ' , ! t. ,'i, t •• J, ,' .i_:_;'__ ·~· .. 1 ..:.1..:: t::-L-: t·~ 1-:'.;l:~~\:,.J . : , 1 , 1 , 1 ·, •• ,·.:· ..... _ 1 ... , ... , ... ,,-L··,+-. ·, .. ,,,··.::· j :. t··10il·--···: 1 ,· • ' ! ' • 1 ' ' ' - 1 .•. , ... l -,\-- - '' ' 1 ! '1 •• ., ,. ·1. ! ,, . . l i ' 1 1 1 ---.-. . . - , •... , -·, ··:-· .. ·1 j ! ' 1 l l ' l ,, 1 . 1 .:J .• '1' _ _____,...__ --,---1-;-; .. 
. :.·.:: ... : __ ~:.-;.:.. .. · 
:.:::: .. ::;; .... --: .. 
.. ···--·.-
.>/~ . 
.. · .. ---- ·-··- ____ .... ··::: ·-·::·_:7 ---------
:_..-:·· 
/:/ < •. ·.· 
.. : ·~· : ·-- - ,.--····· ... ,. ... ,.,.,-,··-,.,, .. 
. ...:.::··· 
. ..:.. __________________ ------·-·· ----------- --·~1:. i: . 
... ; ....... ::·-:·:--·-:-: ~ 
:· .. ,. __ _ 
. ____ . ____ !.:..._;·· 
49. 
Na tabela 5, tem-se os cinco primeiros valores de t 
que satisfazem a eque.ção 2-3-13, para valores de o(.= 0,5 a 1, que 
foram obtidos por um programa tipo 2. A partir dêstes valores, com 
as dimens3es da barra e com as características do material, pode--
se deteminar as correspondentes frequências naturais. 
Para barras relativamente longas, podería~os adotar 
valo:;:-es de menores que os indicados na tabela,mas, de uma forma 
.;eral rião recomendamos por.razões já citadas no item 2-1. 
Para equação dos modos naturais de vibração da barra 
A 
tronco-conica, com uma extremidade engastada e a outra livre, pode 
se escrever: 
l 
. z. z. z. kx] xi B t l ' ~ ( 1 k x) , :- ( 1 :; . 1 k tgk L cos - + sen -- X · i K ' K L 
2-3-14 
Como exemplo, consideramos o caso em que ô<'.= 0,75 e 
L = lGQcm, e com 02 v~lorgo da tabela 4,qua 
vados na eqi;.2ção 2-3-14 nos dá os gráficos da fie;ura 2-2, sendo os 
tr;s primeiros modos naturais de vibração comparados com os corres 
por;dentes da bar:r·a d,3 secção uniforme, 
; conveniente snlientar que nao estamos interessados 
Bm v2lores E.Csolutos de amplitudes de vibração, mas na forma do mo 
do !J.:.. tural ,.::? v.!' '·,:ra ... ;o ,.,.._ .LI... ':tO. • 
A e,~uação 2-3-14, nos mostra q_ue dependendo das di -
!::e:riscies üa tfarra pode hé!ver uma total Pi-·edomi:nâncie. da forn13 co-se 
2-4. l~&rrn trc~co-c3nicn co~ massa numa extrenidade. 
50, 
Na figura 2-3 está mostrada urna barra tronco-cônica 
com a maior secção .engastada e; na menor, fixa uma massa M. 
As condiçÕe::i de contôrno serão: 
U(O,t) = O 
Introduzindo estas condições na equação 2-3-12, ob-
tém-se: 
cos 
A = - B to- 12l_ 
"' k 
b À ( 1 - k L2 + B sen 
k 





A sen .;;..b '-'),-'('-"l'----'"'"'-· -"L,.,_l - B e o s b ,.\ ( 1 
h,\'1-kL) cos~-
k 




Levando a igualdade 2-4-1 ew 2-4-2 e, por uma série 
- , - "" de transformaçoes obtem-se a seguinte equeçao~ frequencias: 
tr: z z2 r,: c-1.. L -
- 52 f 
( - ~,, J. - ,, .• / 
ol 
z = o 2-4-3 
~ - • 7 b ' 1· , / or:ve 1emoramos que ..., :: " J e ex. = r 2 -r1 . 
A equaç:~o 2-4-J, ao ser particL1ln.rizada, nos dá re-
sul te.elos vistos anteriorn1ente, que sfao: · 
·- .PG-ra k = O, . h é . .f' ou seJa~ que a .arra uni_._orri,e de secçno s2 , obtém 
sG 2. equa.çac 
z t.:; LJ = 
que nada mais é do que a equação 1-7-1, 
- Pera M = O, obtém-Ge a equaçao 2-3-13, 
5l, 
A equação dos modos naturais de vibração pode ser e~ 
crita.da forma: 
k L 
2-4-5 B. [ xJ.. = ____ i. ___ x. - tg 
1 - k 
z1 zi(l - k x) Zi(l - k coe · + sen 
k L k L 
Como ilustração e para termos uma idéia dos resulta-
dos, tomamos para exemplo as seguintes dimensÕr,: 
rl = 10 cm 
r2 = 7,5 cm 
1 = 100 cm 
E 2,1 106 Kg/ cm 2 = 
M . - 50 Kg 
Usando UJll programa tipo 2 obtém-se os seguintes re-
sultados: 
z 1 = 1,42025 À1 = 7298,977 rd/s 
.. , 3,93423 ~2 20218,871 rd/s "2 = = 
z 3 = 6,79067 .\3 = 34898,699 rd/s 
z 
4 = 12,84701 ~4 = 50303,973 rd/s 
z5 = 15,93572 À5 = 66023,573 rd/s 
k figura 2-3, mostra os gráficos dos tr;s primeiros 
. - " .... r:wdos naturais de vibraçao correspondentes as frequencias calcula-
das acima. 
2-5. narra tronco-cônica com mola numa extremidade. 






-maior secçao engastada e, na menor,uma mola de constante K. 
Para condições de contôrno tem-se as seguintes: 
U(O, t) = O E s2 Ux(L, t) = - K U(L, t) 
Levando as condições de contÔrno dadas anteriormente 
-na equaçao· 2-3-12 tem-se as igualdades: 
A = - B tg b À. 
k 
E s"{ k ( A cos b ,\ (1 - k 12 +.. B sen ? (.. (1 - k 1)~ k 
A sen 
b ,\ (1 - k L) - B cos b À (1 k- k 1)] = 
k 
b À (1 - k L) + B sen b ~ (1 - k 
k k 
2-5-1 
b A (1 - k L)J + b >. L[ k 1 - k 
K 
L [A cos 
1 - k 
L)] 2-5-2 
Introduzind0 a igualdade 2-5-1 em, 2-5-2 obtém-se: 
bÀ(l-kL) - tg 
k 
~][1 + K ( 1- 1c L) ] = b ,\ ( l -E s2 k J k 
tgb,\ (1 - k T,) 
k 
k L) [ l + 
2-5-J 
Fazenà.o Z = b ,\ 1 e lembrando o valor de k e da tan -
;e;;-;,e da diferença de â.n;::;ulos, podemos transformar a igualdade an-
equação de frequências: 
~- .")• O' ( l K L ex- ) z o!... o 2-5-4 vw "' ~ + + = 
'e' ~ 1 -e<. 1 -o(.. ~ "2 














ção l-6:...1 e quando K= O tem-se satisfeita a igualdade 2-3-13, 
Para a equação dos modos naturais de vibração , n~s1 
te caso, pode ser tomada a 2-4-5, Como ilustração tomamos ol =·.'O, 75 
e K L/E s2 = 2, obtendo os seguintes re~ultados: 
~ = 2,35217 .>. l 12088,327 rd/s "l = 
,:2 = 5,13863 À2 = 26408,519 rd/s 
Z~ = 
.) 
8,13336 ' À 
3 = 44799,105 rd/s 
Z4 = 11,20095 À4 = 57564,112 rd/s 
Z5 = 14,41197 À5 = 73485,254 rd/s 
A ficura 2-4- nos mostra os " tres primeiros modos na-
turais de vibração comparados com os correspondentes da barra uni-
forme com uma secção engastada e a outra livre. 
..----
CAP1TULO III 
VIBRAÇÃO LO~GITUDINAL DE BARRAS COM SECÇÃO VARIÁVEL 
SllHIE DE FOURIER 
3~1. Instituição do sistema de equações. 
56. 
O processo aqui estudado, além de nos permitir con-
frontar os .resultados obtidos no capítulo anterior, torna possível 
obtermos as frequências e os modos naturais de vibração longitudi-
nal de barras de secção variável que não apresentam solução analí-
tica de forma convencional, 
Como restrição, a solução somente é possível para os 
casos em que as funções de secção e massa por unidade de comprimen 
to sejam àesenvolvíveis numa série de Fourier. 
Para esta análise consideramos uma barra de compri-
;-;.ento 2 L, -secçao qualquer, com as duas extremidades engastadas, 
que, como veremos posteriormente, nos permitirá analisar casos com 
outras cor1~içÕes de contôrno. 
'.'.1:--__________ t 
â ' 
A -'-• --• --• j ·~·~· .. 1 






~este estudo consideramos ainda válidas as hi?6teseG 
;.;.:...~.~~lii'.icc:C.orus ci te.do.s no item 1-1. Pode-se, então, süpor que u:.:.2. 








Na equação 3-1-1, o somatório é considerado sàmente 
a partir de n = l, por que analizaremos casos em que, pelo menos, 
uma das extremidades esteja engastada, não havendo ·então um deslo-
camento constante da secçao genérica, ou seja, u0 = 0, 
Os valores de Un são funções do tempo e que podemos 
considerar como coordenadas generalizadas. 
Para as funções de secção e massa por unidade de com 
primento pode-se supor as seguintes séries: 
(J)' n rr x F(x) = L Fn cos 
n=O 2 L 
3-1-2 
o::, n rr 
G(x) L, f F X = cos 
n=O n 2 L 
3-1-3 
onde fé a massa específica do material e Fn são os coeficientes 
da série da função de secção que poderão ser calculados para cada 
caso particular. 
A instituição do sistema de equaçoes que nos permite 
deterr:linar as fr~:-;,uéncias e os rr,odos naturais de vibração, terá a 
equação de Lagran;e para sistemas elásticos conservativos por base, 
que é dada pela se6uinte relação: 
3-1-4 
58, 
Na equaçao J-1-4, L = Ec -Ep é o Lagrangiano, sendo 
~ diferença entre a energia cinética e potencial do sistema e Un é 
5 coordenada generalizada. 
O primeiro passo a ser tomado será determinar a ener-
;ia cinética e potencial da barra para urna determinada deformação 
longitudinal num instante t, que poderão ser expressas pelas seguin 
ies equaçoes: 
1f; L (f)U )2 Ec = f F(x) dx 3-1-5 
2 O di . 
E = lt L E F(x). (JU) dx J-1-6 p 2 O Dx 
Introduzindo as derivadas parciais de J-1-1 priffieiro 
em relação ao tempo ~ue representa a velocidade de uma secção gené-
rica; depois em relação a x que é a deformação específica na mesma 
secção, nas equaç5es J-1-5 e J-1-6, obtém-se: 
. ~e 
e.e-se 
n rr _ xJdx 
2 L 
Se nRs reJ.aç~es ant0~iores 11zermos .z = rr x/2 L po-
Í r' 
'L-~ ).::,:v 
...... ,~ ...... ;:. r-c, 




• u cos n 
u :u 
;r; n 
i z sen m z sen n 
3-1-? 
cos i z ccs m z cos n Zl ·,' ., j' -
J-1-8 
59. 
-A integral das expressoes 3-1-7 e 3-1-8 resume-se na 
integral dos seguintes valores: 
A. = L frr 1mn rr o cos i z sen m z sen n z dz 3-1-9 
B. = L /~ i m z cos n z dz 3"'."1-10 - cos z cos imn rr . O 
Sabendo que, 
se~ m z sen n z = ~[cos(m - n) z - cos(m + n) ~ 
ccs m z cos n z = i[cos(m - n) z + cos(m + n) ~ 
e ao c::a:r.armosQ'. = m ·- n, fl = m + n, pode-se transformar as i-. mn ,- mn 
gualdaies 3-1-9 e 3-1-10 nas seguintes: 
• ... :..:::n T /l'i = 2J.;fr O cos i z (cosoc z - cos f3 z) dz mn mn 3-1-11 
= --1.:._/T COS 
2 r; O 
i z (cosc(mn z + cosp mn z) dz 3-1-12 
Se cbamari~.os, 
T /:1 e. m:1 l., i dz = cos z cosclmn z 1,-- 2 ri O 
T ;~ D. = 2 .-irí O cos i z · cos ?mn z dz ll:11. 
J-1-13 
J-1-14 
;otc-se escrever as equaçocs 3-1-11 e 3-1-12 na forma: 
.60. 
A. = e. - D . 3-1-15 imn imn imn 
B. = e. + Dimn 3-1-16 imn imn 
Integrando as expressoes 3-1-13 e 3-1-14 obtém-se: 
_&_[sen(clmn -· i) z sen (cxmn + i) ZJ: cimn = + 3-1-17 
4íl e< - i o{ -··1 + i · mn "'' 
tsen(p - i) z sen(Pmn + i) zr D. = _&_ mn + 3-1-18 irnn 4 r1 f3 i f3 mn + i -mn 
A análise das igualdades anteriores nos dão os valo-· 
:-E;s seguintes: 
e. = o para cxmn i i imn 
= 1/2 para o( mn = i = O 
= 1/4 para o;mn = + i 
Dimn = o ps.ra {3 m:n. f- i 
= 1/4 para {3 mn - + i 
Levando valeres de r, Dimn 
~ 
os " . e nas equaçoes imn 3-1-7 
e 3-1-8, observando que p&:r·ac: ~~ = + i e C(rr·,·.r, = - i resulta o mesmo 
;uJ.J. .._ 
~a barra,· as seguintes equaçoes: 
2,.., .• 2 n ~ .,...u._.._ 




e potencial total acumuladas 
~ 
n=l 
n F. U U. + 
1 n i+n 
3-1-19 
J-1-20 
Cor.i os resultados obtidos nas equações J-1-19 e J-1-
61. 
20 obtém-se o seguinte Lagrangiano: 
., 
lJ = 2 2] · ~ ~ [' • E rr
2 
. . n un + 2 L F. u u. - 2 ( 1 + 
i=l n= 1 n 1+n 4 p L 
F.[u Ú .. + 
i n i-n 
E rr2 . l}. 
--"-=2(1 - n) n unui-rJ . 
4p L 
3-1-21 
Diferenciando o Lagrangiano, tem-se: 
:, r 81J·= .f 1[4 
C.tLVU.,... 4 
+ 2 .f!Z 
l.~ 
n-1 , Ü B Fi n-i 
1=1 
•• 
0 T~ r,2 ·2 ~ E 
2· n-1 
-P 1[4 E 
., 
2 ff ( • n) u. 2 ~Fi -- = - 4p 12 n FoUn + 
F. 2 l. + n + 
) ü.,... 4 1 4 r L 1+n l. 
-2 co -~ rv2 
E "~ (n - i) n u n-i + 2 L Fi .!!, (i - n) n u. J ,. {, ~ ~ 4f 12 i-n .,. ) ..., i=n+l . 
' 
Chc:mando de C = E rr2 / 4 p L 2 e substituindo as deriva-
c.r:·ce:-iores na equaçao 3-1-4 obtém-se a -seguinte expressao: 
\.l\{'L -
+ e n2u 1 nl 
...1 
. ' .. , 
l) u 1 ..... V'\_; 
.... ..... _j 
\~ ,,, u (2-,_ ["
_L..! ... i i-n 
l.={i+ 1 
+ C(i + n) n 
-y 
- e ( i - n) n u. 1= o 
1-r1 
J-1-22 
Supo~Go que Un seja uma função haTmÔnica, logo, Ün = 
\ 2,.~ ' , .... " " e;.: e,t:.e 11 " 2 frequencia, e, s6 para efeito de escrita adot.§: . ~ . 
.. ~ .... .-, 
... - .:... ·~· -e\.:-::-·:,;;; ~-.i.ç: i.J. o de c.ue U = - U , pode-se -n n escrever a equ2.ção J-1-
- e n [< i + n) ui+n + (n - i) 
, , [x 2 - C n2]u = O ·o n (n = 1,2,3, ..••••• oo) 3-1-23 
A equaçao 3-1-23 é um sistema infinito de equaçoes 
:.:;ébricas e homog~neas, em que os coeficientes são função da fre-
~~;ncia e das dimens~es da barra. 
-Ao estabelecermos o sistema de equaçoes a partir da 
ex~ressao 3-1-23, precisaríamos o~dená-lo,· o que pode- ser feito au 





(n = 1,2,3, •..•••• ro) 3-1-24 
j=l 
1~a equaçao 3-1-24 o valor de e
11
j pode ser determina-
~c a parti~ da expressão 3-1-23 e é dado por: 
F . 
n+J 
.:::·.:e$.,.,,.: é o C~lta de Kronecker. 
,. J 
;. equação 3-1-24 como constatamos é um sistema de e-
·>,,ÇÕês. A soL;ção deste sistema consiste num problema de auto-va-
. é , -:~es e auto-vetores, que possivel, quando o determinante do sis 
A \e 1 ·- O ;...;,. a:, nj 1 - 3-1-26 
> • • ~ - 26 ~ par~ir da equriçao 3-1- pode-se determinar os au-
::-vu~ores qua suo as frequenci&s naturais-de vibraç~o longitudi-
--~- cs Js~~~ e qu2 levados na equaç;o 3-1-24 nos dia os auto-veto-
Gu2.ndo cada auto-vetor, assim calculado, é levad.o na 
63. 
equação J-1-1, obtém-se o modo nitural ·de vibração da barra •. 
Para o caso em que a barra é uniforme, a equação J-1• 
-26 reduz-se na seguinte: 
ou 
"i IT1fb =~ -
2 L p 
J-1-27 
O m~smo resultado da equaçao J-1-27 pode ser obtido 
com u:r, é.esenvoivimento à.d forma do item 1-4, desde que naquele ca-
so introduzimos um comprimento 2 L .da barra ti-engastada. 
A equação J-i-26 satisfaz o caso da barra uniforme 
com 1.1::·,a extremidade engastada e a outra livre, de comprimento L, se 
cor:siae:-a::-mos que a mesr.-,a sà:nente é válida para j ímpar, obtendo a 
seguinte equação de frequências, 
(j - 1,2,J, ••••• co) J-1-28 
que ccir:cide com a equaçao é.e f::-equências obtida no item 1-2. 
Co,:. estas conclusões, para determinar as frequências 
ê os t:.:::,ios na :u:rc:i s de vibração lor..gi tu.à.inal de uma barra de sec-
livre de com-
deve 
de Pourier para o caso d~ barra mostrada 
:e,:, i'i_::;.;:~a 3-1 e a equação 3-1-24 deverá se::- escrita na seguinte 
. ..... -.-.~ ·, ,--: . 
• '-' .; ... ,L, • 
(k = 0,1,2, •• ,Q)) J-1-29 
64. 
De uma forma geral pode-se determinar, numa primeira 
aproxi:::ação, a frequência fundamental da barra de secção variável 
pela S~€uinte relação: 
ou 3-1-30 
Uma segunda aproxiciação da frequência fundamental po 
de ser obtida a partir do menor valor da equaçãob..2 !enj\ = O ou 
- 4 a e 3-1-31 
2 a 
~ '? " "'2) (2. "'o - "' ) - ("' - F )2 a.=\-·o-· • ·4 "1 J 
b = - ~ C(2 Fo - F2)(2 Fo + F4) - C(2 Fo + F2)(2 Fo - F4) + 




· :,, )( 0 -,., · " ) - 4 c2 (" + 
:::: T -'-2 l- .._o T ..L.4 J:l 'i' ) 2 ·3 
Ps.:ra obterr:~os r.,siores aproxi~nações bem como para. de-
superior, existe viabilidade, 
sO:·.:(;r..:2: co::. auxílio de ;;-.étoê.os ni:.mé:cicos e resolvidos no computa-
0.0:t··. 
3-~~ =~3~;10. ~~~r~ vuriivel co~ uma extremidade engastada e a ou-
-nao é 
-, 
a soluç.:;o ,...~,.~·1..{"'--;c- e --- ., f' · ·t ~ ,.:..h,• .... .1.i... .... o, 01,.0 JO. .... Ol Cl 8.1...,.0,. 
65. 
lfo análise te6rica dês te capítulo foi constatado que, 
:::ra determinar as frequências e os modos naturais de vibração de ;:a: 
:~ barra de secção variável, como a mostrada na figura 3-2,devería-
~Js utilizar o sistem~ de equações dadp pela relação 3-1-29, e, pa-
:·é:. a sé:cie da função de secção, uma expansão tipo ·par do caso mos -
:~auo na figura 2-1. 
Se chamarmos de a 1 e b1 as maiores dimensões da sec-
. Io ~0 eta:1gular da barra, a2 e t 2 as menores, e< = a2/ a1 e p = b2/b1 
"" relações de dimensões, pode-se esc1·ever para i:. · função'. de sec-
'· 
·30 as seguintes equaçoes: 
3-2-1 
-1) + ;;: ( l - CÍ. J [ L ( 2 (!, - l) + x ( l - f )J L 6 x 6 .2 L 
3-2-2 
Introduzindoffi fünç~es 3-2-1 e 2-3-2 na relaó~o 
F(x) cos :,: dx 3-2-3 
á o intarvalo ou período da função, obtém-se os seguintes 
~ceficie~tes da série de Fourier da fu~ç~o de.secç~o: 
/3 -i- l) + 3-2-4 
( l) m+lcl.. ,;] , - - .... /;j \ill = 
1 
1,2, •.• oo) 
J-2-5 
Co~ os V3lO~es obtido~ ern .... J-2-~ ~ 2 ~ 5 ~ -- , - -_,- a J.Unçao. de 
66,; 
secçao da barra é a seguinte: 
., 'x) s1{ 
2(ct 0 + 1) + (C( + (3 ) .± Z .l [ 1 - (e:( + @ ) [1 
t \ = ' + 2 -
6 li' m=l m
2 · 2 
m ri xj) 
L 
3-2-6 
SE:gur,do os resultados obtidos nêste exemplo, verifi-
ca-se que para determinar as três primeiras frequências naturais 
de vibração, podemos calculá-las a partir de um sistema de tercei-
ra ordem que é o sE:guinte: 
T;n n '\·r "''--' "-~ r;( ,-, )" ( ~-- ["' "', • .., ('-' - ~-['. ,,·2-t 4 ,1c-.) i _;,·2+F 4.!J'\+f 2F e-.i, 6 A-9 2F o+F 6.iJJ3+ ~ ,. 2-.:; 8 '1::-.L5 .t<2+~·s~u5=º 
R P4-l\ )X-5 (F4+F 63U1 +rr F2-F s)X-15 ( F2+F 8~U3+rr2F·o-F1o)X-2 5 (2F o+F1o~U5=Ü 
or;de tem-se X = À 2 ;c, 
No programa J está indicaóo e 
A • 
zeqt::.enc:i..e. de cálcul~ 
dos ve.lores ~- ~ b }. 1 ""' "'ij = • onde o primeiro íi-1clica de Z repr·esenta 
• ~ "" A • -e. o:cc.c:m as rrequer.cia e o sesunà.o a orde~L do siste:~1a d.e equaçoes 
ou aproxi~aç~o te cálculo. Sstes valores est~o mostrajos na tabela 
5~ cnds~ pode-se cc~statar u~a rápide 
A A 
coµverse~cia nas tres anro:.::i.. . -
~u~(2 e terceira ' A • rrequencia, u~a vez comparados com os vr-.lores da 
6, deter1:1inz.dos v&lc:ce s d.e Z cnde e!.. = /3 ' 
:;:~o u~.: ;;G'J.C0 sü.pc:-.::.01 .. ~s 3.0S correspondentes C:2. tabela 5, o ç_1;.e 
o~~ es:)or2do, supc~jo que os ~ltimos s~o exatos co~ as hipóteses 
67. 
::::,plificadoras, com base no enunciado do teorema da mínima energi 
, de deformação. 
fara determinar os modos naturais de vibração basta 
:;e introduzamos um valor de X calculado, no sistema de equações J 
-~-29 e calcular os valores correspondentes de U. 
~ 
Estes valores de 
·. :levem ser calculados a partir de um sistema de ordem superior a 
. , para .obtermos um2. razoável prec'isão. 
Ha figura J-2, tem-se os gráficos dos três primeiros 
::~ios naturais de vibração, onde, o{ = 0,,5, /2 = 0,8, L = 100cm, para 
:z quais foram calculados os cinco primeiros valores de U a partir 
.. um sistema de quinta ordem pelo programa 4, e as ordenadas pelo 
No programa 4 c .. amc. ... os a sub-rotina SIGEN que consi.§. 
·- no método de JACOBI para deter:nin&ção é.os ,;...:.to-valores e auto-
·.2tores de uma matriz simétrica e real. 
Por êste método resulta ur,1& matriz de 5x5 onde uma 
~~:·colunas representa um auto-vetor e que ô.e &cÔrdo cor.: o progra-
::·~ Li. será esori ta em forma transposta. 
Pode-se demonstrar que as componentes do auto-vetor 
-coeficientes Un da sárie 3-1-1 do pri~eiro ~ado natural serao 
valores da priii1eira lin . 1-12, çw.s.~ .. clo sutst.i t·c.ir:1;._os o pricieiro va-
·-=- sezu:r.;.do modo natural de vit:,::·c.cS.o r~s:r<:o os vGlo:ces d.a ses1.:..nJ.s. li 
·- .. s que.r.;.do substi.tuirmos o valor de X corres·pcnd.ente e assir:-1 por 
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TABELA 6 
(continuação) 
ex = 0,8 
zl2 Z1 ~. Z22 f 
1,87013, 1,87003 4,851301 
1,810581 1,81048 4,Bi69ol 
. 1 
4, 790tr61 1, 759741 1,75965 
' 
1,71564 1,71557 ~.76955) 
1,67689 1,67685 4, 752601, 
1,64246 1,64245 4,73860 
ex = 0,9 
ZJ2 z1-, z22 
-1,82996! 1,82987 4' 829711 
i 
1,77092 1,77084 4,79700! 
l, 720491 
l 1 
1,72055 !l ... ,7?-11[ .,.,, '---1 
\ 
1,67689 l,67685 4,75260; 
! 
1,63854 1,73852 , 736ºLI .,. ' t ,.1 ' 
1 
1, 60,t/~ 9 1,60449 • 4,72412[ 
Z23 Z33 
4,83465 .. 7, 9!,888 1 
4,80542 7,92408 
4,782961 7,90545 
.+, 764,_nl 7,89102 
4,75010 7,87959 
4,73747 7,87040! 




' 4, 76734: 7,ê,92751 
' . ··-'., 
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serem lidos para a computaç~o das coordenadas dos três gráficos da 
figure. 3-2 º 
Co~parando os tráficos das figuras 3-2 com os da fi-
gura 2-2, constata-se os bons resultados obtidos por êste método 
de ·aLálise p~ra determinaç~o da0 frequ~ncias e modos caturais de 
vibr2.ç8.o a.as ba~Yê.S de secção vS.ritvel. 
Cabe-nos, ainda, ure~ observaç~o muito ionortante oue - . 
é a validade do estudo n~ste trabalho para as vibraç~es torcionais 
de barr·as de - ' 1 secç.s.o vc.ria-ve e uni f:, rtne. $e substi tuir:nos dete1"'rt~i-
~ 
ns.Gvs ?e.r·arr~etros da an&lise C.e vib.ração longi~ud.~lnal de barras ,P~ 
los e(;_u::.valentes da vib::['ação torcional tem-se, pràtica:-:~e:r1te 9 . toà.o 
o t:rc.':s.lt.o ms.is uma vez válido~ 
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76. 
LISTAGZi'.I DA SUB-ROTIN.A RTMIT 
// :FOR 
·:::·LIS'I' SCUHCE PROGR.AL1 
~-: i}._ Tf;I-~ DED ?REC IS I ON 
.~ fF~i?ArtAT·IOl~ O? FIR.ST ITEHATI01~ STEP 
IER=O 
X=XL 
T,'\'"'L)'' ªl 1 
.... J. .... ..1. 'i .,1 ' 
1 X=XR 
? 1·0 1 ·~1T.:.i..:~P"';Co J J .._ -'- .... \. .l: _,_, ......... ~ li ~ 
v C',,,(x:-,- V) 




.~- .L= .:·-~ 
13 I?(J ... 3S (i~)-AIS (FR)) 1~;-, 16, 16 
14 IF(ii-IT)Jl~16,16 
17 
"'; (', - ./ 
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82. 
Zl2=SQRT ( (-?JO-SQRT ( ( PJO) ;.,;0 2-4.,,1-P20>,P40)) / (2. ,i P20 );:- ( PIQ/ 4, ) ) 
Z22=SQfíT( (-PJO+SQR.1'( (PJO),;,:c<2-4.;;.:?2QfPL,O) )/(2.*.P20),i-(PIQ/4.)) 
.X:L=O.O 
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83. 
190 IF(A-1.)10,140,14-0 
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9 .. 09.375 
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n:6iulo de el~2~icid2de longitudinal do ~aterial; 
fu~çao de ~sssa por u~idade de ccmJrimcnto; 
. . -
Vl ::.,:;:·s_;~::._; ... O e; •. ~ 
- . . . . . s..:.. ~-. :::: ·L:, ~~e:::. c.r .. .:..c 
~.:. ·: ... , ::. , ... ·' .- . . . 
"-' . , ~.; '-' ... --- - - \._. ;.,; ) 
'- '-··--~ "~··· . ,,._ . -~.: .~.-.- ._, J. 
860 
z valor cdimensional, do qual determina~se a frequência; 
, -. ~2ssa espec111ca; 
b e ons t L:u1-t e e.õ.i WG:ris i ons. 1; 
~J f~nç~o-de Eessel de segunda esnácie; 
-e-. :·t:.io; 
co0ficie:1tc C:::::.. .s.;.::-c:.e de F·ou::·ie.r d.a função de desloca:::ento; • 
·:) (V\ 
-· ~--1 f~~çao de secçao; 
t~nçao de ~~s2a por unid~ie de co~prime~to; 
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